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(Q1) Dare la definizione di sottospazio vettoriale.




      [p. 2]

(Q2) Dato lo spazio vettoriale V(K), dimostrare che il sottoinsieme U di V(K) così definito


[image: image1.emf]


U = u∈V (K ) ∃v1,v2 ∈V (K ) ∍ 'u = v1 + v2{ }
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è un sottospazio vettoriale di V(K).                                



     [p. 6]

(Q3) Dato il sistema lineare 
[image: image2.emf]


x + y+ z+ t = 0
x − y− t = 0
⎧
⎨
⎩
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,
a) dire se il sistema è compatibile;






     [p. 2]
b) Se compatibile, calcolare le soluzioni.





     [p. 2]
(Q4) Nello spazio vettoriale R4 sono dati i vettori 

u1 = (1,-1,0,1), u2 = (2,1,1,0), u3 = (3,0,1,1), u4 = (0,1,0,0).

a) Calcolare il sottospazio U generato da (u1, u2, u3, u4).


               [p. 2]

b) Calcolare una base B e la dimensione del sottospazio U = L(u1, u2, u3, u4).










               [p. 2]

c) Calcolare le coordinate del vettore u3 = (3,0,1,1) rispetto alla base B.           [p. 2]
(Q5) Dati i sottospazi 
[image: image3.emf]


H = (x, y, z) x − y+ z = 0{ },K = (x, y, z) x − z = 0{ }
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a) Calcolare base e dimensione di 
[image: image4.emf]
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       [p. 2]

b) Calcolare base e dimensione di 
[image: image5.emf]
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     [p. 2]

c) Scrivere le equazioni di passaggio dalla base canonica B di R2 alla base 
[image: image6.emf]
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     [p. 2]
(Q6) Data la funzione [image: image7.emf]


f :R3→ R2










f : R 3 ® R 2

così definita [image: image8.emf]


∀(x, y, z)∈ R3 : f (x, y, z) = (x + y, x + z)










" ( x , y , z ) Î R 3 : f ( x , y , z ) = ( x + y , x + z )

,
(a) Si dica se f è un’applicazione lineare




               [p. 2]
(b) Si dica se f è ingettiva







    [p. 2]
(c) Si scriva l’equazione matriciale di f rispetto alle basi canoniche di R3 ed R2.







                                               [p. 2]
FOGLIO DELLE RISPOSTE

(Q1) Sul foglio

(Q2) Sul foglio

(Q3) a) Sistema compatibile :        SI          NO         (barrare la risposta esatta)

         b) Soluzione (se compatibile): [image: image9.emf]


(− h
2
,− h
2
− k,h,k),∀h,k ∈ R










(- h 2 , - h 2 - k , h , k ) , " h , k Î R


(Q4) 

a)  [image: image10.emf]


U = u = (x, y, z, t)∈ R4 x = 2z+ t{ }= u∈ R4 u = (2z+ t, y, z, t){ }










U = u = ( x , y , z , t ) Î R 4 x = 2 z + t { } = u Î R 4 u = ( 2 z + t , y , z , t ) { }


b)  B = (u2,u3,u4).
c) Coordinate di u3 nella base B: [image: image11.emf]


u3 = 0 ⋅u2 +1⋅u3 + 0 ⋅u4 ⇒ u3 = (0,1, 0)










u 3 = 0 × u 2 + 1 × u 3 + 0 × u 4 Þ u 3 = ( 0 , 1 , 0 )


(Q5)   

(a) [image: image12.emf]


⇒ BH∩K = (1, 2,1){ }










Þ B H Ç K = ( 1 , 2 , 1 ) { }

, dim([image: image13.emf]


H∩K










H Ç K

) = 1
(b) [image: image14.emf]


BH+K = u1,u2,v1{ }










B H + K = u 1 , u 2 , v 1 { }

, dim(H + K) = 3.
(c) Equazioni di passaggio: 
[image: image15.emf]


X =C ⋅X '⇔ x
y
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1 0
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y '
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⎠
⎟⎟⇒



x = x '− y '
y = x '
⎧
⎨
⎩










X = C × X ' Û x y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 1 - 1 1 0 æ è ç ö ø ÷ × x ' y ' æ è ç ç ö ø ÷ ÷ Þ x = x ' - y ' y = x ' ì í î


(Q6) 

(a) f lineare:     
SI

NO

(b) f ingettiva:    
SI

NO

(c) Equazione matriciale di f: 

[image: image16.emf]


X ' = A ⋅X⇔ x '
y '
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1 0 1
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X ' = A × X Û x ' y ' æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 1 1 0 1 0 1 æ è ç ö ø ÷ × x y z æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷


Soluzione

(Q1) Se (V,+, [image: image17.emf]


⋅










×

) è uno spazio vettoriale su K e se [image: image18.emf]


U ⊆V










U Í V

, si dice che U è un sottospazio di V(K) se l’insieme U munito delle legi composizione + e [image: image19.emf]


⋅










×

 di V(K) è uno spazio vettoriale, cioè verifica le proprietà SV1, SV2, SV3, SV4, SV5, SV6, SV7, SV8 di spazio vettoriale.

(Q2) Sia [image: image20.emf]


U = u∈V (K ) ∃v1,v2 ∈V ∍ 'u = v1 + v2{ }










U = u Î V ( K ) $ v 1 , v 2 Î V ' ' u = v 1 + v 2 { }

.

(1) [image: image21.emf]


0 ∈U










0Î U

poiché [image: image22.emf]


∃v1 = v2 = 0 ∈V ∍ '0 = 0+ 0










$ v 1 = v 2 = 0 Î V ' ' 0 = 0 + 0


[image: image23.emf]


∀u1,u2 ∈U,∃v1,v1
' ∈V ∧∃v2,v2



' ∈V ∍ '
u1 = v1 + v1
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u2 = v2 + v2
'
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⎨
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⎩⎪
⇒ u1 +u2 = v1 + v1



' + v2 + v2
' ⇒










" u 1 , u 2 Î U , $ v 1 , v 1 ' Î V Ù $ v 2 , v 2 ' Î V ' ' u 1 = v 1 + v 1 ' u 2 = v 2 + v 2 ' ì í ï î ï Þ u 1 + u 2 = v 1 + v 1 ' + v 2 + v 2 ' Þ


[image: image24.emf]


⇒ u1 +u2 = (v1 + v2 )+ (v1
' + v2



' ),










Þ u 1 + u 2 = ( v 1 + v 2 ) + ( v 1 ' + v 2 ' ) ,

con [image: image25.emf]


(v1 + v2 )∈V ∧(v1
' + v2



' )∈V ⇒ u1 +u2 ∈U










(v 1 + v 2 ) Î V Ù ( v 1 ' + v 2 ' ) Î V Þ u 1 + u 2 Î U

.
(3)

[image: image26.emf]


∀u∈U,∃v1,v2 ∈V ∍ 'u = v1 + v2 ⇒∀k ∈ K : k ⋅u = k ⋅ (v1 + v2 ) = k ⋅ v1 + k ⋅ v2 ⇒










" u Î U , $ v 1 , v 2 Î V ' ' u = v 1 + v 2 Þ " k Î K : k × u = k × ( v 1 + v 2 ) = k × v 1 + k × v 2 Þ


[image: image27.emf]


⇒∃k ⋅ v1,k ⋅ v2 ∈V ∍ 'k ⋅u = k ⋅ v1 + k ⋅ v2 ⇒ k ⋅u∈U.










Þ $ k × v 1 , k × v 2 Î V ' ' k × u = k × v 1 + k × v 2 Þ k × u Î U .


Dunque, U è un sottospazio vettoriale di V(K).

(Q3) (a) Il sistema 
[image: image28.emf]


x + y+ z+ t = 0
x − y− t = 0
⎧
⎨
⎩
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è compatibile poiché omogeneo.

(b) Consideriamo la matrice incompleta dei soli coefficienti

[image: image29.emf]


A = 1 1 1 1
1 −1 0 −1



⎛



⎝
⎜



⎞



⎠
⎟










A = 1 1 1 1 1 - 1 0 - 1 æ è ç ö ø ÷


Poiché 

[image: image30.emf]


a12,12 =
1 1
1 −1



= −1−1= −2 ≠ 0⇒ rang(A) = 2 = rang(A ')⇒










a 1 2 , 1 2 = 1 1 1 - 1 = - 1 - 1 = - 2 ¹ 0 Þ r a n g ( A ) = 2 = r a n g ( A ' ) Þ


per il teorema di Rouchè-Capelli, il sistema ammette [image: image31.emf]


∞4−2










¥ 4 - 2

  soluzioni.

Calcoliamo le infinite autosoluzioni:

[image: image32.emf]


x + y+ z+ t = 0
x − y− t = 0
⎧
⎨
⎩



⇒
x + y = −z− t = −h− k
x − y = t = k
⎧
⎨
⎩



⇒
2x = −h− k + k = −h
2y = −h− k − k = −h− 2k
⎧
⎨
⎩



⇒
x = − h



2



y = − h
2
− k



⎧



⎨
⎪⎪



⎩
⎪
⎪










x + y + z + t = 0 x - y - t = 0 ì í î Þ x + y = - z - t = - h - k x - y = t = k ì í î Þ 2 x = - h - k + k = - h 2 y = - h - k - k = - h - 2 k ì í î Þ x = - h 2 y = - h 2 - k ì í ï ï î ï ï


Dunque, le infinite sono [image: image33.emf]


(− h
2
,− h
2
− k,h,k),∀h,k ∈ R










(- h 2 , - h 2 - k , h , k ) , " h , k Î R

.

(Q4) Siano u1 = (1,-1,0,1), u2 = (2,1,1,0), u3 = (3,0,1,1), u4 = (0,1,0,0) quattro vettori di R4.

(a) Calcoliamo U = L(u1 = (1,-1,0,1), u2 = (2,1,1,0), u3 = (3,0,1,1), u4 = (0,1,0,0)).

[image: image34.emf]


∀u∈U :u = h1u1 + h2u2 + h3u3 + h4u4 = h1(1,−1,0,1)+ h2 (2,1,1, 0)+ h3(3, 0,1,1)+ h4 (0,1, 0, 0) =










" u Î U : u = h 1 u 1 + h 2 u 2 + h 3 u 3 + h 4 u 4 = h 1 ( 1 , - 1 , 0 , 1 ) + h 2 ( 2 , 1 , 1 , 0 ) + h 3 ( 3 , 0 , 1 , 1 ) + h 4 ( 0 , 1 , 0 , 0 ) =


[image: image35.emf]


∀u = (x, y, z, t)∈U : (x, y, z, t) = (h1 + 2h2 +3h3,−h1 + h2 + h3 + h4,h2 + h3,h1 + h3)










" u = ( x , y , z , t ) Î U : ( x , y , z , t ) = ( h 1 + 2 h 2 + 3 h 3 , - h 1 + h 2 + h 3 + h 4 , h 2 + h 3 , h 1 + h 3 )

[image: image36.emf]


⇒










Þ


[image: image37.emf]


⇒



x = h1 + 2h2 +3h3
y = −h1 + h2 + h3 + h4
z = h2 + h3
t = h1 + h3



⎧



⎨
⎪
⎪



⎩
⎪
⎪



⇒



x = h1 + 2z− 2t + 2h1 +3t −3h1 = 2z+ t
y = −h1 + z− t + h1 + t − h1 + h4 = z− h1 + h4
h2 = z− h3 = z− t + h1
h3 = t − h1



⎧



⎨
⎪
⎪



⎩
⎪
⎪










Þ x = h 1 + 2 h 2 + 3 h 3 y = - h 1 + h 2 + h 3 + h 4 z = h 2 + h 3 t = h 1 + h 3 ì í ï ï î ï ï Þ x = h 1 + 2 z - 2 t + 2 h 1 + 3 t - 3 h 1 = 2 z + t y = - h 1 + z - t + h 1 + t - h 1 + h 4 = z - h 1 + h 4 h 2 = z - h 3 = z - t + h 1 h 3 = t - h 1 ì í ï ï î ï ï


Quindi:

[image: image38.emf]


U = u = (x, y, z, t)∈ R4 x = 2z+ t{ }= u∈ R4 u = (2z+ t, y, z, t){ }










U = u = ( x , y , z , t ) Î R 4 x = 2 z + t { } = u Î R 4 u = ( 2 z + t , y , z , t ) { }

.

(b) Calcoliamo una base e la dimensione di U.
Sia 
[image: image39.emf]


A =



1 2 3 0
−1 1 0 1
0 1 1 0
1 0 1 0



⎡



⎣



⎢
⎢
⎢
⎢



⎤



⎦



⎥
⎥
⎥
⎥










A = 1 2 3 0 - 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 é ë ê ê ê ê ù û ú ú ú ú


la matrice avente per colonne le componenti del sistema di generatori di U.

Poiché 

[image: image40.emf]


a123,234 =
2 3 0
1 0 1
1 1 0



= 3− 2 =1≠ 0∧a1234,1234 = det(A) = 0⇒ rang(A) = 3< n = 4










a 1 2 3 , 2 3 4 = 2 3 0 1 0 1 1 1 0 = 3 - 2 = 1 ¹ 0 Ù a 1 2 3 4 , 1 2 3 4 = d e t ( A ) = 0 Þ r a n g ( A ) = 3 < n = 4


i vettori L.I. sono tre: la dimensione di U è uguale a tre e una base di U è B = (u2,u3,u4).

(c) Calcoliamo le componenti di u3 = (3,0,0,1).

Poiché [image: image41.emf]


u3 = 0 ⋅u2 +1⋅u3 + 0 ⋅u4 ⇒ u3 = (0,1, 0)










u 3 = 0 × u 2 + 1 × u 3 + 0 × u 4 Þ u 3 = ( 0 , 1 , 0 )

nella base B = (u2,u3,u4).

(Q5) 
Preliminarmente, calcoliamo i sottospazi H e K:
[image: image42.emf]


∀u = (x, y, z)∈ H : x − y+ z = 0⇒ z = −x + y⇒ u = (x, y,−x + y) = (x, 0,−x)+ (0, y, y)⇒










" u = ( x , y , z ) Î H : x - y + z = 0 Þ z = - x + y Þ u = ( x , y , - x + y ) = ( x , 0 , - x ) + ( 0 , y , y ) Þ

 

[image: image43.emf]


∀u∈ H :u = x(1, 0,−1)+ y(0,1,1)⇒










" u Î H : u = x ( 1 , 0 , - 1 ) + y ( 0 , 1 , 1 ) Þ

una base di H è BH = (u1 = (1,0,-1), u2 = (0,1,1)) e dim(H) = 2;
[image: image44.emf]


∀v ∈ K,v = (x, y, z) : x − z = 0⇒ z = x⇒ v = (x, y, x) = (x, 0, x)+ (0, y, 0) = x(1, 0,1)+ y(0,1, 0)⇒










" v Î K , v = ( x , y , z ) : x - z = 0 Þ z = x Þ v = ( x , y , x ) = ( x , 0 , x ) + ( 0 , y , 0 ) = x ( 1 , 0 , 1 ) + y ( 0 , 1 , 0 ) Þ


una base di K è BK = (v1 = (1,0,1), v2 = (0,1,0)) e dim(H) = 2.

(a) Calcoliamo, ora, il sottospazio [image: image45.emf]


H∩K










H Ç K

ponendo a sistema le equazioni che definiscono i due sottospazi:
     [image: image46.emf]


z = −x + y
z = x
⎧
⎨
⎩



⇒
x = −x + y⇒ y = 2x
z = x
⎧
⎨
⎩



⇒∀w ∈ H∩K :w = (x, 2x, x) = x(1, 2,1)⇒










z = - x + y z = x ì í î Þ x = - x + y Þ y = 2 x z = x ì í î Þ " w Î H Ç K : w = ( x , 2 x , x ) = x ( 1 , 2 , 1 ) Þ


      [image: image47.emf]


⇒ BH∩K = (1, 2,1){ }










Þ B H Ç K = ( 1 , 2 , 1 ) { }

è una base di [image: image48.emf]


H∩K










H Ç K

e dim([image: image49.emf]


H∩K










H Ç K

) = 1.

(b) Poiché  (u1 = (1,0,-1), u2 = (0,1,1)) è una base di H e ((v1 = (1,0,1), v2 = (0,1,0)) è una base di K[image: image50.emf]


⇒










Þ


(u1 = (1,0,-1), u2 = (0,1,1), v1 = (1,0,1), v2 = (0,1,0)) è un sistemi di generatori del sottospazio H + K.

Detta 
[image: image51.emf]


A =
1 0 1 0
0 1 0 1
−1 1 1 0



⎛



⎝



⎜
⎜
⎜



⎞



⎠



⎟
⎟
⎟










A = 1 0 1 0 0 1 0 1 - 1 1 1 0 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷


la matrice avente per colonne le componenti dei 4 vettori generatori, poiché
[image: image52.emf]


a12,12 =
1 0
0 1



=1≠ 0∧a123,123 =
1 0 1
0 1 0
−1 1 1



=1− (−1) = 2 ≠ 0⇒ rang(A) = 3< 4










a 1 2 , 1 2 = 1 0 0 1 = 1 ¹ 0 Ù a 1 2 3 , 1 2 3 = 1 0 1 0 1 0 - 1 1 1 = 1 - ( - 1 ) = 2 ¹ 0 Þ r a n g ( A ) = 3 < 4


 tre sono i vettori L.I. 
Una base di H + K è [image: image53.emf]


BH+K = u1,u2,v1{ }










B H + K = u 1 , u 2 , v 1 { }

e dim(H + K) = 3.

(c) Le componenti dei vettori della base [image: image54.emf]


B ' = e1
' (1,1), (e2



' = (−1,0){ }










B ' = e 1 ' ( 1 , 1 ) , ( e 2 ' = ( - 1 , 0 ) { }

, rispetto alla base canonica, sono  
(1, 1) e, rispettivamente, (-1, 0).

La matrice del cambiamento di base è 

[image: image55.emf]


C = 1 −1
1 0



⎛



⎝
⎜



⎞



⎠
⎟










C = 1 - 1 1 0 æ è ç ö ø ÷


e le formule di passaggio (cambiamento di base) sono:

[image: image56.emf]


X =C ⋅X '⇔ x
y



⎛



⎝
⎜⎜



⎞



⎠
⎟⎟=



1 −1
1 0



⎛



⎝
⎜



⎞



⎠
⎟⋅



x '
y '



⎛



⎝
⎜⎜



⎞



⎠
⎟⎟⇒



x = x '− y '
y = x '
⎧
⎨
⎩










X = C × X ' Û x y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 1 - 1 1 0 æ è ç ö ø ÷ × x ' y ' æ è ç ç ö ø ÷ ÷ Þ x = x ' - y ' y = x ' ì í î


(Q6) Sia [image: image57.emf]


f :R3→ R2 ∍ ' f (x, y, z) = (x + y, x + z)










f : R 3 ® R 2 ' ' f ( x , y , z ) = ( x + y , x + z )

.
[image: image58.emf]


∀u1,u2 ∈ R3 :
f (u1 +u2 ) = f ((x1, y1, z1)+ (x2, y2, z2 )) = f (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 ) = (x1 + x2 + y1 + y2, x1 + x2 + z1 + z2 )










" u 1 , u 2 Î R 3 : f ( u 1 + u 2 ) = f ( ( x 1 , y 1 , z 1 ) + ( x 2 , y 2 , z 2 ) ) = f ( x 1 + x 2 , y 1 + y 2 , z 1 + z 2 ) = ( x 1 + x 2 + y 1 + y 2 , x 1 + x 2 + z 1 + z 2 )


[image: image59.emf]


f (u1)+ f (u2 ) = f (x1, y1, z1)+ f (x2, y2, z2 ) = (x1 + y1, x1 + z1)+ (x2 + y2, x2 + z2 ) = (x1 + y1 + x2 + y2, x1 + z1 + x2 + z2 )










f ( u 1 ) + f ( u 2 ) = f ( x 1 , y 1 , z 1 ) + f ( x 2 , y 2 , z 2 ) = ( x 1 + y 1 , x 1 + z 1 ) + ( x 2 + y 2 , x 2 + z 2 ) = ( x 1 + y 1 + x 2 + y 2 , x 1 + z 1 + x 2 + z 2 )


Dunque: f(u1 + u2) = f(u1) + f(u2).

[image: image60.emf]


∀k ∈ R,∀u = (x, y, z)∈ R3 : f (ku) = f (k(x, y, z)) = f (kx,ky,kz) = (kx + ky,kx + kz) = k(x + y, x + z) = kf (u)










" k Î R , " u = ( x , y , z ) Î R 3 : f ( k u ) = f ( k ( x , y , z ) ) = f ( k x , k y , k z ) = ( k x + k y , k x + k z ) = k ( x + y , x + z ) = k f ( u )


Dunque: f(ku) = k f(u).

L’applicazione f è lineare.

(a) Calcoliamo Ker(f), una sua base e la dimensione.
[image: image61.emf]


∀u∈ Ker( f ) : f (u) = 0⇒ f (x, y, z) = 0⇒ (x + y, x + z) = (0, 0)⇒
x + y = 0
x + z = 0
⎧
⎨
⎩



⇒
y = −x
z = −x
⎧
⎨
⎩



⇒










" u Î K e r ( f ) : f ( u ) = 0 Þ f ( x , y , z ) = 0 Þ ( x + y , x + z ) = ( 0 , 0 ) Þ x + y = 0 x + z = 0 ì í î Þ y = - x z = - x ì í î Þ


[image: image62.emf]


∀u∈ Ker( f ) :u = (x,−x,−x) = x(1,−1,−1)⇒ Ker( f ) = L(1,−1,−1)










" u Î K e r ( f ) : u = ( x , - x , - x ) = x ( 1 , - 1 , - 1 ) Þ K e r ( f ) = L ( 1 , - 1 , - 1 )

.
Una base di Ker(f) è  [image: image63.emf]


B = (1,−1,−1){ }










B = ( 1 , - 1 , - 1 ) { }

e dim Ker(f) = 1.

Poiché [image: image64.emf]


Ker( f ) ≠ 0{ }⇒










K e r ( f ) ¹ 0 { } Þ

f non è ingettiva.

(b) Le immagini della base canonica di R3 sono:
[image: image65.emf]


f (e1) = f (1, 0, 0) = (1,1)
f (e2 ) = f (0,1, 0) = (1, 0)
f (e3) = f (0, 0,1) = (0,1)










f ( e 1 ) = f ( 1 , 0 , 0 ) = ( 1 , 1 ) f ( e 2 ) = f ( 0 , 1 , 0 ) = ( 1 , 0 ) f ( e 3 ) = f ( 0 , 0 , 1 ) = ( 0 , 1 )


Quindi, la matrice associata all’applicazione lineare f è

[image: image66.emf]


A = 1 1 0
1 0 1



⎛



⎝
⎜



⎞



⎠
⎟










A = 1 1 0 1 0 1 æ è ç ö ø ÷


e l’equazione matriciale di f rispetto alle basi canoniche di R3 e di R2 è
[image: image67.emf]


X ' = A ⋅X⇔ x '
y '



⎛



⎝
⎜⎜



⎞



⎠
⎟⎟=



1 1 0
1 0 1



⎛



⎝
⎜



⎞



⎠
⎟⋅



x
y
z



⎛



⎝



⎜
⎜
⎜



⎞



⎠



⎟
⎟
⎟










X ' = A × X Û x ' y ' æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 1 1 0 1 0 1 æ è ç ö ø ÷ × x y z æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷
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